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Les empilements optimaux de n cercles Cgaux dans un triangle CquilatCral ne sont connus que 
pour les premikre valeurs de n (n < 12) et pour les nombres triangulaires, c’est a dire les nombres 
de la forme A(k) = k( k + 1)/2, cas oh l’empilement dans le triangle est un ‘morceau’ de 
l’empilement optimal dans le plan. ErdCis et Oler ont conjecturt: (1961) que pour n = A(k - 1) 
l’empilement optimal itait obtenu B partir de l’empilement optimal de A(k) cercles en enlevant 
un cercle quelconque. Cette conjecture n’est montrke que pour k < 4. Nous donnons une preuve 
pour k = 5 (empilement de 14 cercles). Cette preuve s’ttend de man&e un peu plus laborieuse 
pour k = 6 (empilement de 20 cercles) et devrait permettre une approche de la conjecture 
g&n&ale.’ 
Abstract 
Optimal packings of n equal disks in an equilateral triangle are only known for n < 12 and 
for n of the form A(k) = k(k + 1)/2. In this case. optimal arrangements are given by the regular 
lattice arrangement corresponding with the densest packing in the plane. The optimal arrange- 
ments for n = A(k) - 1 seem to be obtained by removing one arbitrary disk from the optimal 
arrangement for A(k) disks. This conjecture was posed as an open problem by Erdiis and Oler in 
1961. Its validity is known for k < 4. In this paper, we give a proof for k = 5 (arrangement for 14 
disks). This proof can be extended for the case k = 6 (arrangement for 20 disks) and should 
allow an approach of the general conjecture.’ 
1. Introduction 
De nombreux auteurs se sont int6resst B l’empilement de cercles Cgaux A I’intCrieur 
de diffkents domaines, principalement des formes gtomktriques simples [2]. 
Les empilements dans des car& ou des cercles trouvaient leurs motivations dans 
des probltmes pratiques: empaquetage de bouteilles dans des caisses, rkalisation de 
’ La recherche des preuves a tti grandement facilitte par l’utilisation de Cabri-g&omCtre, un logiciel de 
gComttrie dtveloppi: dans notre laboratoire (LSDZ- IMAG) [l]. 
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Fig. 1. L’empilement des tpiciers est-il optimal? 
cables electriques . . Les empilements dans des triangles apparaissent comme lies 
l’empilement optimal (le plus dense) de cercles dans le plan. Rappelons a ce sujet que 
l’empilement optimal de spheres egales dans R3, conjecture par Kepler comme ttant 
celui dit ‘des epiciers’ n’est toujours pas connu (la preuve donnee par Wu-Yi Hsiang 
est toujours contestee) (Fig. 1). 
Le probleme de I’empilement de cercles Cgaux dans un domaine se ramene de 
faGon Cvidente, par changement de front&e, au placement de points dans un 
domaine de telle sorte que la distance entre deux points quelconques soit superieure 
ou &gale a 1. Dans la suite de cet article, cette derniere condition sera toujours 
sous-entendue. 
On ne connait les placements optimaux de 12 points dans un triangle equilateral que 
pour les premieres valeurs de n (n 6 12) et pour les nombres triangulaires, c’est a dire 
les nombres de la forme A(k) = k (k + 1)/2. 
Soit un triangle equilateral (ce qualificatif sera omis dans la suite) de coti: k - 1. En 
divisant son tote en k - 1 segments unites, on le partitionne en (k - 1)2 petits 
triangles de coti: 1 et on obtient ainsi k (k + 1)/2 sommets. Ces sommets correspondent 
au placement optimal de A(k) points [S]. 
Melissen [4] a donne une preuve rapide de ce resultat, utilisant l’unicite du 
placement optimal de points dans le plan aux nceuds du reseau regulier triangulaire 
unitaire. 11 a ete conjecture par Erdos et Oler [S] que le placement de A(k) - 1 points 
s’obtenait en retirant un point du placement optimal de A(k) points. Autrement dit ce 
placement s’obtient en plaqant les points aux nceuds du reseau rtgulier triangulaire. 
Cette conjecture n’est montree que pour k d 4, c’est a dire pour le placement de 2,5 et 
9 points. Nous la demontrons pour k = 5 et k = 6. 
On peut tnoncer une conjecture plus g&r&ale. 
Soit un domaine forme par un ensemble de triangles equilateraux unite formant un 
sous ensemble du reseau regulier triangulaire unitaire. Soit p le nombre de sommets 
appartenant a ces triangles. Le placement optimal de p - 1 points dans ce domaine se 
fait necessairement aux nceuds du reseau. 
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Par la suite nous ne nous interesserons qu’aux domaines form& par la juxtaposi- 
tion de triangles de coti: c < 1, et nous serons amenis naturellement a considirer Ic 
rtseau regulier triangulaire sous-jacent de ‘maille’ c. 
2. Empilements de n = A (k)- 1 cercles 
Le premier cas de la conjecture d’Erdiis-Oler est le cas II = 2 pour lequel la reponse 
est immediate. 
Pour le cas suivant (n = 5) la validite de la conjecture se demontre en utilisant le 
principe de Dirichlet dit des ‘cages a pigeons’: le triangle equilateral de tote < 2 est 
partitionne en 4 triangles de c8te < 1; l’un d’entre eux contient au moins 2 points 
ce qui est impossible si son c8ti est < 1. Si le tote est Cgal a 1 ceci entraine le place- 
ment de ces deux points, et par suite des autres points, aux sommets du reseau 
triangulaire. 
Le meme raisonnement permet de montrer que le placement optimal de 10 points se 
fait necessairement dans un triangle de cbte 3, aux nceuds du rtseau triangulaire: le 
triangle de tote 3 est partitionne en 9 petits triangles. 
On obtient le meme resultat pour 9 points (cas suivant de la conjecture d’Er- 
diis-Oler). Nous en redonnerons une preuve plus loin. 
Lorsque le nombre de points augmente, ce type de raisonnement ne peut continuer 
a s’appliquer. En effet, le nombre de petits triangles depasse rapidement le nombre de 
nceuds du reseau triangulaire. 
A partir de quelques considerations gtometriques assez eltmentaires, nous allons 
introduire une relation entre les petits triangles du reseau. Ceci va nous permettre de 
demontrer la conjecture d’Erd&Oler pour le cas n = 14. Des considerations geomet- 
rique un peu plus fines, et l’examen de cas beaucoup plus nombreux, nous permettent 
egalement de conclure pour n = 20. 
Entre les petits triangles du rtseau triangulaire, nous definissons la relation 
d’adjucence: deux triangles sont adjacents si et seulement s’ils ont un tote en 
commun. 
3. Relation de confinement entre triangles voisins 
Nous allons dtfinir une relation entre deux triangles qui sont soit adjacents, soit tels 
que l’un partage un seul sommet avec un triangle adjacent a l’autre. 
(a) Soient deux triangles ABC et BCD de c8te c d 1, adjacents en BC. ABC contient 
un point P,. BCD contient un point P2. La distance entre ces deux points est au mains 
1. Dans ABC on marque le sommet A, dans BCD, l’un des deux sommets B ou C, par 
exemple B. 
Nous allons montrer que si c < 1 ou si les points P, et P, ne sont pas tous dew. 
sit&s sur des sommets des triangles, alors 1 AP, 1 < (BP, 1, avec l’egalite si et seulemeni 
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A 
Fig. 2. 
si c = 1 et xFI = I?& (done P, et P, sont placks respectivement sur AC et BD) La 
preuve est immkdiate si on se reporte B la Fig. 2. 
Soit un cercle unit6 centrk en PI. P2 est A l’extkrieur de ce cercle. Ce cercle coupe 
BD en I/. Soit PIU//AB. On a [API/ < /BUl d (BVl d IBP2(. Le cas de l’kgalitt 
est clair. 
Cette propriktk, ‘PI, plack dans ABC, est plus pr& de A, que Pz, plack dans BCD, ne 
Vest de B', permet de dkfinir une relation dite de conjinement entre deux triangles 
marqub: 
BCD-+ ABC. 
(b) Soient maintenant, trois triangles de c6tC c d 1, ABC, BCD et DEF, et trois 
points, PI dans ABC,P2 dans BCD,P3 dans DEF. 
Nous allons montrer que si c < 1 ou si les points PI et P, ne sont pas tous deux 
situ& sur des sommets des triangles, alors 1 API ) d I DP, 1, avec I’lgalitk si et seulement 
si c = 1 et /@I = Fpz = 6Fs(ou xFI = cFz = 6pJ. 
Preuve (voir Fig. 3). Soient quatre cercles de rayon (API ( centrks en A, B, C, D. D’aprks 
la preuve de a), le point P, est situ& i l’intttrieur du cercle de centre D et de rayon 
(DX,I = c - (AP,I. Comme (P2P,( 3 1 2 c, P, est sit& g l’exttrieur du cercle de 
centre D et de rayon lAPl I. On a done (DP,I 3 (API I. On a l’tgalitt: ssi Pi = Xi (ou 
Pi = Xi) lorsque c = 1 et dans ce cas xpI = gFz = 6Fs(ou ipI = cgz= 6Fd. La 
direction de ces vecteurs ktant alors soit AC, soit AB. Comme prtcCdemment, ceci 
nous permet de dtfinir la relation de confinement entre les triangles marquts ABC 
et DEF: 
DEF + ABC. 
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Fig. 4. Triangles-extrtmitCs: r et s. Sommets-extrkmitts: A et B. 
4. Circuit de triangles 
La relation d’adjacence entre triangles permet de definir le graphe d’adjacence des 
triangles, et notamment une chaine de triangles, que now supposerons toujours de 
longueur >, 1, ou un cycle de triangles. 
Un triangle adjacent a un seul triangle sera appele triangle-extrkmitb. Une chaine 
possbde deux triangles-extrtmitts. Un sommet n’appartenant pas a deux triangles 
adjacents sera appele sommet-extrhmitk. On peut remarquer qu’une chaine de tri- 
angles posdde soit deux sommets-extremitts, soit un seul sommet-extremite dans le 
cas oti ses deux triangles-extremites ont un sommet commun (Fig. 4). 
Un circuit de triangle est: 
- soit un cycle de triangles, pour la relation d’adjacence 
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Fig. 5 
Fig. 6. 
_ soit une chaine de triangle ayant un seul sommet extrtmite 
_ soit une suite de chaines, Co, C1, Cz, . . C,_ t, telle que Ci, et Ci+ 1 (mod n) aient un 
sommet extremite en commun. 
Exemples de circuits (voir Fig. 5). 
5. Marquage de triangles dans un circuit 
On choisit un triangle de dbpart: soit un triangle extremite d’une chaine appartenant 
au circuit, soit, dans le cas ou le circuit est un cycle de triangles, l’un quelconque des 
triangles de ce circuit. 
Si un triangle est adjacent par une a&e e au triangle de depart ou A un triangle 
deja marque ou a un triangle extremite de chaine ayant un sommet en commun 
avec un triangle deja marqut, on marque le sommet de ce triangle n’appartenant pas 
a l’ari3e e. 
Exemples (voir Fig. 6). Les sommets sont ici marques par des nombres corres- 
pondant a l’ordre dans lequel ils ont tte marques. Le triangle de depart est marque 
d’une Croix. 
Si chaque triangle du circuit contient un point. le triangle marque a l’etape i est en 
relation de confinement avec le triangle marque a l’etape i + 1. A un circuit de 
triangles correspond done un circuit de la relation de confinement. 
Si on designe par N,, x2, xk les sommets marques (dans cet ordre) et par 
(1 , , d 7, . . . d, les distances des points situ& dans les triangles marques a ces sommets 
z 1 , .Y , _. , ‘i/+ on a: 
~ soit d, > ri2 ... >, dk > dr et done dr = Ii2 = .‘. = ~1~. 
Mais alors, les translations des points par rapport aux sommets marques devraient 
etre toutes Igales, ce qui est impossible: il suffit de remarquer que sur un circuit les six 
types. par rapport a la direction, de sommets, done d’angles. marques existent et ne 
posstdent done pas de direction commune. 
~ soit les points appartenant a au moins l’une des chaines du circuit sont sit&s sur des 
sommets de triangles et les triangles ont done un c6tC c = 1. 
On peut done Cnoncer le lemme suivant: 
Lemme 1. Si ckaque triangle d’un circuit (,formi de triungles de cciti < 1) contient cm 
point, alors 
(i) les triangles ont un cote tgal a 1 
(ii) les points appartenant a au moins l’une des chaines de ce circuit sont situ& SW 
des sommets de triangles. 
5. I. Notation graphique. 
Pour rep&enter une partition d’un certain domaine (sous-ensemble du reseau 
triangulaire formt par l’union de ‘petits’ triangles) en triangles ouverts auxquels on 
ajoute certains de leurs sommets et certaines de leurs aretes on adopte la convention 
graphique suivante : un petit trait incident a un sommet du reseau, sit& dans un 
triangle signifie que ce sommet appartient a ce triangle. Une a&e commune a dew 
triangles adjacents sera attribuee a l’un ou l’autre de ces deux triangles. 
6. Placement de 9 points dans un triangle 
Nous allons montrer que le cott du triangle est Cgal a 3 et que les points sent 
necessairement places aux noeuds du rtseau triangulaire sous-jacent. 
Soit un triangle de tote c < 3, partitionnt de la facon indiquee a la Fig. 7. Chaque 
petit triangle contient au plus un point, sauf le triangle PQR qui peut en contenir deux. 
On a deux cas: 
- soit le triangle PQR contient deux points, et dans ce cas les petits triangles ont un 
tote egal a 1 et le grand un tote &gal a 3. IJn point est sit& au nceud P; et par suite tous 
les autres points sont situ& sur des nceuds du reseau. 
- soit chaque triangle contient exactement un point, et dans ce cas l’hexa- 
gone QRSTUV de centre P constitue un circuit dont les six points sont situ& aux 
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nceuds du rtseau. De m&me pour les trois autres points. Le cbte du grand triangle 
est tgal a 3. 
7. Placement de 14 points 
Nous allons montrer que le c&C du triangle est alors tgal a 4 et que les points sont 
necessairement places aux nceuds du reseau triangulaire sous-jacent. 
Soit un triangle de tote d 4 et le reseau triangulaire sous-jacent (voir Fig. 8). 
Lemme 2. Si l’un des 14 points est sit& sur l’un des neuds du rbseau appurtenant 
b l’ensemble E = (P,Q,R,S,T,U), alors tous les points sont situ& aux nceuds du rbseau 
qui est done unitaire. 
Preuve 
I”’ cas: Un point est situe en P (ou en R, ou en T). cf. Fig. 9. Soit la partition 
suivante: le demi-hexagone qui ne contient que le noeud P, les quatre petits triangles 
du bas contenant chacun un nceud du rtseau, le triangle XYZ qui contient tous les 
autres nceuds du rtseau. 
Le triangle XYZ doit contenir au moins 14 - (1 + 4) = 9 points. Ce triangle a done 
un cbte Cgal a 3 et les points dans ce triangle sont situ& aux nceuds du reseau. Par 
suite, il en est de meme pour les autres points. 
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Fig. 10 
Fig. Il. 
2;*@ cas: Un point est sit& en Q (ou en S, on en U). Soit la partition don&e a la 
Fig. 10. Le triangle ABC contient au moins 14 - (3 + 1 + 5) = 5 points. Ce triangle 
a done un cote igal a 2 et les points dans ce triangle sont situ& aux nceuds du reseau. 
L’un de points est done sit& en I3 ou en C, et d’apres le cas precedent, tous les points 
sont situ& aux nceuds du reseau. 0 
Soit maintenant la partition du grand triangle en 16 petits triangles don&e a la 
Fig. 11. Chaque petit triangle ne peut contenir qu’un point. Done exactement deux. 
petits triangles ne contiennent pas de points (16 - 14 = 2). Si un hexagone forme de 
six petits triangles ne contient pas de triangle sans point, il forme un circuit dont les six 
points sont sit&s au nceud du reseau (Lemme 1). Un point est done sit& sur l’un des 
sommets de l’ensemble E et d’apres le Lemme 2, tous les points sont situ& aux nceuds 
du riseau. 
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Fig. 12. 
On peut done supposer que tous les hexagones doivent contenir un triangle sans 
point. On a done, aux symetries pres, l’un des sept cas suivants, don& a la Fig. 12 (les 
triangles noirs ne contiennent pas de points) 
Dans chacun des cas on trouve un circuit (represent6 en grise). Les points 
appartenant a l’une des chaines de ce circuit sont sit&s aux nceuds du reseau 
(Lemme 1). Dans tous les cas, l’un au moins de ces points est situ6 sur l’un des sommets 
du reseau appartenant a l’ensemble E. Et done d’apres le Lemme 2, tous les points 
sont situ& aux nceuds du reseau triangulaire. Ceci acheve la demonstration du 
resultat. 
8. Placement de 20 points 
Soit un triangle de cot& < 5, partitionnt en 25 petits triangles de coti: < 1, de facon 
analogue a celle don&e precedemment. Cinq petits triangles ne contiennent pas de 
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points. Le nombre de cas a examiner est ici beaucoup plus important. Nous avons pu 
toutefois en faire l’etude exhaustive et ainsi demontrer la conjecture d’ErdossOler 
pour 20 points. Dans chaque cas on fait apparaitre soit des circuits. soit d’autres 
configurations qui imposent le placement des points aux noeuds du rtseau tri- 
angulaire. La mise en evidence de ces configurations s’appuie sur des proprietes 
geomttriques plus fines que celles donnant les circuits. 
La preuve Ctant vraiment trop longue, nous ne la presenterons pas dans cet article. 
Les mtthodes presentees ici peuvent peut-etre donner quelques idees pour aborder la 
conjecture d’Erd&Oler. Toutefois les configurations mises en evidence ne sont pas 
suffisamment generales pour aller au dela de 20 points. 
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